Définition 32 (cofacteur).
Soit A = (a;j) € M,«n(R). Le cofacteur ¢;; est le nombre défini par

o oae = a1
cij = (=1)"H] A, ) Pair D =) "=

< . 4
. C+f Empaie 5 (-4 ) = -4
ol A;; est la matrice des cofacteurs. J

Conséquence :
d,e.L (A) e QagyCyqa ‘... "'Qna Cha
n

= Z Qiq Ci4

c',:d

(deo. PO socpport @ Do 2 Cb‘@.nnc)

Théoréme 24. Le déterminant d’une matrice A € M« (R) peut étre
calculé par un développement

1. selon nimporte quelle ligne de A : (4=cen )
— .e
N
det(A) = Q;1C;j1 + *** + QipnCin 8"6
2. selon nimporte quelle-colonme de A : (4 S\i cn )
det(A) = a1;C1j + -+ ApjCyj de coloaae

Cas particuliers

0.“ o ) N . .
1) Matrices diagonales A- K Qn ) ij-o X t';&d

[Al= Qug @z ...-Qpy = (1 0Oy
t=

14
en deioelogpant pw rapport & Lo L% colonne o Lo
4 bﬁnc.

[Al= 0 ¢ & exote 1¢ten aotc @;; = 0.
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A i ( Qaqg Qag . -. -Cuan J-r;o.(\aueo.icc Supe'tze,wc,

‘.~ : a;. £ 0 St (7.
O i 3 J

2) Matrices triangulaires n
[A Tl = 0.44-Q21‘_,'-Q,M= [r Qg
A

en developpant por-  topport o oo 45 coloane
o clboque etape.

En pabique, on clrerclie o de'veloger 2elon

Remarque
lo L’-ane o Lo colonae Qi Com’or{,e Le
P(’_L./,\ de. 2€col.
2-3 &%
Exemple ?ou A < (@ o 4) , O0n o.
2 4 a
I AL < A.l‘?’ L&‘ o.|zw Y ‘z-g
4 1 2 1 Z 4
—~~ —r —_~
Ay Age A'?—S
= - [-2-4) - (2-2(-)
242
Ca22 = (-4) |A22' c + lAzz’
2+2 = F-R =- A
Coy: (_4) ‘A'L"&I; - IAZ)[ P

&L{"CA) = Qugq-Caq +Q,,.Cppt 0'&)' Cz3

A Qe Mok ol gned: 6n comple Le nonbose da pas
e Juraw ‘ac Lo poa.‘.-l-Im 24"

+ - &
-t
-4

o = o

3.2 Propriétés des déterminants

Le but de cette section est d’obtenir des propriétés permettant de sim-
plifier le calcul du déterminant d’une matrice en passant par la forme
échelonnée.

Rappel : Echelonner une matrice A revient a multiplier A & gauche par
des matrices élémentaires. Etudions dans un premier temps le détermi-
nant des matrices élémentaires.
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Proposition
1) Soit Ej; € My, (R) la matrice élémentaire obtenue en échangeant les
lignes i et j de I,, pour 1 <4 # j < n. Alors

2) Soit Ej(a) € My, (R) la matrice élémentaire obtenue a partir de I,
en multipliant la ¢ ligne par o pour un € R* et 1 <17 < n. Alors

det(Ei(a)) = a

3) Soit Ejj(a) € Myyxn(R) la matrice élémentaire obtenue & partir de

I, en ajoutant la 7¢ ligne multipliée par « & la ¢ ligne pour a € R et
1 <i=#j<n.Alors
det(Eij(a)) =1

Etudions l'effet des opérations élémentaires sur le déterminant d’une
matrice dans le cas d’un exemple :

A 2-2 ¢
Exemple : Considérons la matrice A donnée par = ( « o *
2 4

IAl=-4

el . E,hA: (0410 . [ 4 6 4
SE EeR ($55)A 0 (£59)
90 A4 2 A 4

et (E,yA) - #4  deklE,) - -4

Type T
pe L. . d 2 -5
&/" E,(3)-A - &ogg).Ag KSo 3)

6 04 2 14 1

deb (Eq(2)-A) = -3, det (E,(3)= 3

T 'C(Tl-l 4 3 O S ~% 9
—:}_L: E42 (3)A= (0 4 O)A'.'- (4 s 4
0O 4 2 4 4

det (E,(04)= -4, deb (B, ) =4
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On obser e que powr '(:oo.'E 'GWe de malrice

elément asce E, 0 O

del (EAY =det (E)- det (X)

Théoréme 25. Soient A € M,x,(R) et E une matrice élémentaire
obtenue a partir de I,,. Alors

deb (EA) - deb (F): dek (A).

Enportecclier , aeb (A) = SeE(EAD
det LE)

puisque et (E)#o.
Stratégies pour le calcul du déterminant

1) On développe par rapport a une ligne ou colonne avec beaucoup de
ZEros.

2) On échelonne la matrice en tenant compte du fait que

- les opérations élémentaires de type I changent le signe du déterminant,
- multiplier une ligne de la matrice par un scalaire non nul a multiplie
le déterminant par le méme scalaire,

- les opérations élémentaires de type III ne changent pas le déterminant.

P opecorRnS %) .
A ~ p'e ~ (L oG W pecet €he ne mabice

e'cle Lonace (-Lr:orlj. sup.)
0L ne madlscce cnteamedliacse

E'L EAA = u o (M E_.,' 3y Ep 2ot 8n
malsicen €€. Corc e/apond@,c,-l Qax

E
Ope'rcufi and ()
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deb (A) - det (G)
detl (Eq) -... - dek (EP)

Exemple . - 2-6 3¢
Sbse A- _4 0 5_2
3
on davise e 7 c 223
| LQ_ 4 -3 & 2 (f“‘f )
Al= 4o 52| ° 6 -39 0
> 1 2 2 s lo -40 -l
6 -1 o 3 0 46 -2%¢ -§
) 1-3 4 2 _ 4 -2 2
=222 | 5 = 2.2-(-3) A
6 5-5 -2 0 5-5 -2
° d6-2%-3 0 16-24 -§
4-3 0
= 2-2(’%‘) s -5.-2
16 -2%.5
. 2.9.C 4 -3 0 1 220340 120
- 2.2.(3) 0 40 -2 . 0 4 -5
46 -2 -5 16 -24 -y
4 -3 O 4-3 0
-3)4
2 A2C)L0 | o 4 g | = 2-2- (-3)- Lo A Al
O 24y -5 o O -1

3-2- (2o - (4 4. -14)) = LU
( voir moodle O wr pfuo de dc’fwlea .r)

n
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Théoréme 26. Soient A, B € M,,«,,(R) deux matrices. Alors
det(AB) = det(A)det(B)

Remarque En jefﬂe'ra_e, , del (A+28) # det (A) 1—0&&(3)
En e?Pe.‘lL’ Soce.nk A- L, et B- (; :)
det (T, | = 4
det (B) = O

2 0

det (A4D) = =2

Preuve (C&ée)
le. t8doreme et vrai pc A enl vwae makrce eCementasre.

(£&. 25)

der cas: A ent inoeescble .

- Alors A ot en fo:.\l, wa P.Lod.u.,'_{; de matccces
elementasien pow Lengueles on sact que
Pe dcterminant ent mueiipﬂ.ieuﬁcf.

2% ccn: A pon cnvex s:b@e
Dans ce con AB n'eot pes tavers:LCe non puy
(C?. ex ., Sé-:ec 6)

Deac det (A) =0 = det (AB)
et Lo formuCe ent ven foet.

Théoréme 27. Soit A € M,,«,(R). Alors
1. det (A7) = del (A)

2, A ent ¢noecyible & def CAVZ ©
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Remarque

1. d-e’oe.bap'oee AT po- Lappat{, o Lo Ctlisne— rco:e.n'l.
o devedoppes A pon wappor b & Lo € coloaane.
On conc 2 € poe- Le Lo eoreme 2
-1
2. S A epb cooecsible , c& excole A oo
AL e AA=T, . Doc

A < dek(T,)= deb(AA"): el (K] deb (K
donc  deblA) el e (A!) sont non nuls.

DC pQU.O d.e'k CA-‘!) - 4

et (A) |
C
(#V &= Gis) Sc A eok “t:;n *C)nuus:\er, La fome © sdmet @ mdns

non () = aalks) G0 2eFO e Lo. dioganci€e piacipmle
3.3 Interprétation géométrique du déterminant

2
Dons T
T ‘ Y. rll':
T T;' /Q//i .” : (C&z.
& = o ca
ui [ ay)
L A (22 Sc A': 03) v
A- (o 3 . [03 0
del (A) =6 = Qe dee rec omae:, U aie reobe Lo méEme.
deb (A)==-6 o [delb (K] [ oa eclange Longuecer

= Ouice A et .Qo.raw)
rc.c.tomaee_
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¢ A~ 3= (Q' Q'Q2'> (L4-—=>L4"'°Lz)

O \e
A- (@) Cetbe OPe‘ratZOA ne v.@uug, por
aQ, & efalee 8«.’0«\. de Lo Q;auce_ . Oa

oblienl wn pma.,Q.Q,e’.Log‘gmme, ad.e
meme bose ( l.onsu.ew laql ) et de

meme Jowbews la,l.

Sc A eal caverschle , oa penk readse A diag. pos
den op- ele€menloicen.

Théoréme 28.

1. Si A € Msyys(R) alors | deb (AY| = ore den
PmmUe’lo%MMQ, d.e'f.:n:. poer Len
vrectewrs colonaen o A.

2. 8i A € Mszx3(R) alors | de b (A) | = volume duc
Pma.ﬂlc’ﬂp:pid.e, de'fen por Len
2 veck eurs coCennen OLL A.

Remarque
4) doens f[Z:Z : A-: (a; a3) 5.‘.n60.&:e‘¢-c

=> a1 ekaj sont colineaires

= Le m&ﬂe’logzamue 046 ae'ginc're’
2) daas ”2:‘1 S: Aent S:n%u&‘.e‘te, , A cofonnen Cle

A sonb Lin. ddp. ek engendueal wnn
pan ouw une duoite : Je pasadle’Le pepede
wt deynere.
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